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Аннотация 
В данной статье теоретически и численно исследуются автофокусирующие свойства 
чирп-пучков с произвольной степенной зависимостью от радиуса. Рассмотрены двух- и 
трёхпараметрические чирп-пучки, вариации параметров которых позволяют эффективно 
управлять автофокусирующими свойствами. Полученные результаты обладают потенциа-
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Введение 
В оптике хорошо известно явление самофокуси-
ровки в нелинейных средах, когда под воздействием 
интенсивного электромагнитного излучения меняется 
показатель преломления [1, 2]. Если поперечное рас-
пределение интенсивности излучения имеет градиент, 
то показатель преломления среды также приобретает 
этот градиент и действует как фокусирующая линза 
для лазерного пучка [3]. К настоящему времени это 
явление детально исследовано для различных сред и 
типов излучения [4], включая солитоны [5].  
В линейной среде лазерный пучок может демон-
стрировать свойства, аналогичные влиянию линзы, 
если в исходном поперечном распределении пучка 
присутствует градиент фазы. Такое явление принято 
называть автофокусировкой. 
В последнее время исследователи сосредоточи-
лись на рассмотрении различных пучков с автофоку-
сирующими свойствами, включая круговые пучки 
Эйри [6 – 10], пучки Пирси [11, 12], аберрационные 
пучки [13], а также зеркальные [14, 15] и обобщённые 
[16, 17] пучки Эйри. Свойства резкой автофокусиров-
ки, присущие таким пучкам, полезны для оптическо-
го манипулирования [18, 19], при многофотонной по-
лимеризации [20], нелинейных эффектах [21], поля-
ризационном преобразовании [22, 23] и острой 
фокусировке [24]. 
Классическим фокусирующим элементом являет-
ся линза, которая имеет квадратичную зависимость 
фазы от радиуса, т.е. линейный чирп (частота линей-
но возрастает с увеличением радиуса). Круговые пуч-
ки Эйри, имеющие асимптотическую зависимость 
фазы, пропорциональную r3/2, соответствуют субли-
нейному чирпу [8]. 
В данной работе мы рассматриваем лазерные пуч-
ки, имеющие радиальную зависимость фазы, пропор-
циональную r q, когда q принимает любое положи-
тельное действительное значение (q > 0), в том числе 
q > 2, т. е. сверхлинейный чирп. Оптические элементы 
с такой фазовой зависимостью можно назвать обоб-
щёнными линзами [25] или дробными аксиконами 
[26]. В работе [27] было показано, что круговые 
сверхлинейные чирп-пучки обеспечивают более быст-
рую и резкую фокусировку, чем круговые пучки Эйри. 
В данной работе мы детально аналитически и чис-
ленно исследуем свойства автофокусировки двух- и 
трёхпараметрических чирп-пучков с целью определе-
ния влияния различных параметров на такие характе-
ристики, как кривизна фокальной траектории (кау-
стики) и расстояние фокусировки. Пучки с управляе-
мыми автофокусирующими свойствами обладают 
потенциалом для широкого спектра применений в оп-
тике и фотонике. 
1. Теоретические основы 
В отличие от ранее рассмотренных резко автофо-
кусирующихся пучков, основанных на функциях Эй-
ри [6 – 8], уравнение (1) обеспечивает сверхлинейную 
чирповую зависимость функции Эйри от радиуса: 







         
     
, (1) 
где Ai(x) – функция Эйри [28], n – степень нелиней-
ности радиуса, circ(r/R) – функция круга с единичной 
амплитудой и радиусом R, rs – параметр радиального 
смещения и w – нормирующий параметр. 
Строгий теоретический анализ свойств пучка, 
имеющего входную амплитуду (1), достаточно сло-
жен. Тем не менее, для качественных оценок можно 
использовать аппроксимацию выражения (1) другой 
функцией, также имеющей осцилляции с изменяю-
щейся частотой и амплитудой: 
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, (2) 
где , rs и q – действительные положительные числа. 
Уравнение (2) в принципе близко к аппроксимации, 
рассмотренной в работе [8]. Однако авторы [8] рассмат-
ривали случай 1 < q < 2, который соответствует колеба-
ниям входного распределения медленнее, чем линейный 
чирп. В данной работе рассматривается более общая си-
туация q > 0, которая включает в себя колебания входно-
го распределения быстрее, чем линейный чирп. Кроме 
того, исследуются начальные функции без радиального 
смещения, а затем с наличием смещения. 
Теоретическое рассмотрение процесса распро-
странения поля, в частности, самофокусировки, бу-




( , , ) ( , )
2
exp 2 cos( ) d d .
2
ik
E z f r
z
ik
r r r r
z
 
     





С учётом радиальной симметрии рассматривае-
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В работе [27] было доказано, что для анализа по-
перечного распределения (но не распределения на 
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 (5) 
Заметим, что формула (5) неприменима вблизи оп-
тической оси. Дальнейшие расчёты производятся в рам-
ках классического метода стационарной фазы [29, 30]. 
2. Двухпараметрические чирп-пучки 
Если в (2) положить rs = 0, то получаем начальное 
поле следующего вида: 
 ( ) sin ;qf r k r r R     , (6) 
где k = 2 /  – волновое число для лазерного излуче-
ния с длиной волны . 
Пучки, определяемые уравнением (6), можно 
назвать двухпараметрическими чирп-пучками с по-
ложительными действительными параметрами  и q. 
В отличие от размерного параметра  в (2), параметр 
 в (6) является безразмерным и имеет смысл число-
вой апертуры. 
В [27] показано, что без большой потери точности 
sin [(kr)q] можно заменить exp [–i (kr)q]. Поэтому 
далее рассмотрим пучки со следующим начальным 
полем: 
 ( ) exp ;qf r i k r r R      . (7) 
Выражению (7) соответствует функция комплексно-
го пропускания собирающей обобщённой линзы [25]. 
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Интеграл в (8) можно записать в виде 
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     . (10) 
Стационарная точка для (9) находится из уравне-
ния ' (r) = 0, а каустике соответствует ситуация, ко-
гда корень этого уравнения является двукратным, то 
есть одновременно выполнены равенства ' (r) = 0 и 
'' (r) = 0. На основе равенства (10) находим стацио-
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С учётом (11) уравнение линии (траектории) кау-
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Итак, мы нашли уравнение линии каустики, кото-
рое определяет радиус максимального значения интен-
сивности в зависимости от расстояния z от входной 
плоскости. В [27] доказано, что каустика существует 
только при q > 2. Линия, описываемая равенством (12), 
имеет форму, похожую на гиперболу, и теоретически 
не пересекает оптическую ось. Выпишем выражение 
(12) для нескольких конкретных значений q > 2: 
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Как следует из приведённых примеров, при уве-
личении значения параметра q кривая медленнее рас-
тёт при z→0 и медленнее убывает при большом z. 
Отметим, в обеих этих предельных областях выраже-
ние (12) следует использовать с осторожностью: в 
первой нет параксиальности, а вторая лежит вблизи 
оптической оси. 
Параметр  обеспечивает дополнительную сте-
пень свободы для управления траекторией каустики. 
В частности, уменьшение параметра  позволяет уве-
личить радиус каустики. Однако очень сильно 
уменьшать этот параметр нельзя, иначе входное поле 
потеряет выраженную чирп-зависимость. Чтобы вы-
числить значение , обеспечивающее одинаковый 
радиус на заданном расстоянии z0 для различных зна-
чений q, достаточно приравнять два выражения: 
0 1 0 2( ; , ) ( ; , )z q z q     . (14) 
В частности, при q1 = 2,5 и q2 = 3 выражение при-
нимает простой вид: 
8
15 kz
  . (15) 
На рис. 1 показаны кривые, соответствующие тра-
екториям каустик (зависимость радиуса максимума 
интенсивности от расстояния) двухпараметрического 
чирп-пучка с различными значениями q. Расчёт вы-
полнен для длины волны освещающего пучка 
 = 633 нм и  = 0,0005. При этих параметрах с учётом 
(15) кривые для q1 = 2,5 и q2 = 3 пересекутся на рас-
стоянии z0 = 240 мм. Как видно, с увеличением пара-
метра q форма каустики становится более пологой. 
Именно этот фактор обеспечивает резкую и даже 
«неожиданную» автофокусировку [27] при использо-
вании суперлинейных чирп-пучков. А именно: при 
высоких значениях q каустика долго сохраняет вид 
кольца с примерно одинаковым радиусом, затем она 
обрывается, а после этого на оси резко и «неожидан-
но» формируется фокальное пятно, которое возникает 
благодаря осевой каустике [31]. Наглядно это проил-
люстрировано на результатах, показанных в табл. 1. 
Моделирование выполнено с использованием преоб-
разования Френеля (3) для двухпараметрического 
пучка (6), ограниченного кругом с радиусом R = 3 мм. 
Параметры q и  согласованы с целью получения 
близких результатов. 
Рассмотренные двухпараметрические чирп-пучки 
имеют внеосевую каустику (кольцевое распределе-
ние) только при q > 2. В этом случае траектория кау-
стики всегда имеет гиперболический вид и обратную 
зависимость радиуса каустики от расстояния. 
 
Рис. 1. Графики, соответствующие траекториям каустик 
двухпараметрического чирп-пучка при  = 0,0005 
с различными значениями q 
Чтобы изменить тип линии внеосевой каустики, 
нужно использовать q < 2 и произвести радиальное 
смещение исходного распределения для обеспечения  
формирования внеосевой каустики при данных зна-
чениях q. Эта ситуация подробно рассмотрена в сле-
дующем параграфе. 
3. Трёхпараметрические чирп-пучки 
Если в (2) rs  0, то при замене синуса экспонентой 
получаем начальное поле в виде: 
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 (16) 
Выражение (16) можно считать функцией ком-
плексного пропускания «раздвинутой» собирающей 
обобщённой линзы. Пучки, определяемые этим урав-
нением, будем назвать трёхпараметрическими (rs – 
третий параметр) чирп-пучками. 
Выражение для распространения поля (16) вычис-
ляется по формулам, аналогичным (8) и (9), но меня-
ется фазовая функция: 
 
2





r k r r
z z

      . (17) 
Так же, как в случае rs = 0, на основе равенства 
(17) и условия одновременного равенства ' (r) = 0 и 
'' (r) = 0, определяющего каустику, находим стацио-
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Табл. 1. Результаты моделирования для двухпараметрических чирп-пучков (6) при различных параметрах 
Значения 
параметров 
Вид фазы  
оптического  
элемента 
Продольное распределение: z[100 мм, 500 мм], y[–3 мм, 3 мм] 
Топология:  
вид внеосевой каустики 
Амплитуда (негатив) 
q = 2,5; 
 = 0,0002 
   
q = 3;  
 = 0,00015 
   
q = 4;  
 = 0,0001 
   
 
Выражение (19) фактически такое же, как (12), но 
с дополнительным слагаемым rs. Этот фактор имеет 
два существенных следствия. Во-первых, когда q > 2, 
то с увеличением расстояния z радиус каустики при-
ближается не к нулю, а к rs, то есть физически 
внеосевая каустическая поверхность полностью 
находится снаружи цилиндра радиуса rs. Во-вторых, 
что ещё более важно, когда 1 < q < 2, второй член 
уравнения (19) отрицателен, но из-за положительного 
слагаемого rs радиус может принимать положитель-
ные значения. Таким образом, при rs  0 внеосевая ка-
устика существует не только при q > 2, но и при 
1 < q < 2. Отметим, что имеет место непрерывный пе-
реход: для q > 2 при rs  0 уравнение внеосевой кау-
стики (19) переходит в уравнение (12), а для 1 < q < 2 
при rs  0 длина линии каустики непрерывно стре-
мится к нулю. 
Форма траектории внеосевой каустики при 
1 < q < 2 существенно отличается от формы каустики 
при q > 2. Выпишем выражение (19) для нескольких 
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При 1 < q < 2 внеосевая каустика существует до тех 
пор, пока не пересечётся с оптической осью  = 0. Эту 
точку можно назвать фокусом, от начальной плоско-
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 (21)  
В этой точке аналитически рассчитанная методом 
стационарной фазы амплитуда поля будет бесконечно 
большой.  
На рис. 2 показаны кривые, соответствующие траек-
ториям каустик трёхпараметрического чирп-пучка с 
различными значениями 1 < q < 2. Расчёт выполнен для 
 = 633 нм,  = 0,0015, rs = 1 мм. В этом случае для 
q = 4 / 3 zfoc  503 мм, для q = 3 / 2 zfoc  345 мм, для q = 5 / 3 
zfoc  210 мм. Как видно, тип траектории существенно 
отличается от рассмотренных в предыдущем параграфе. 
С увеличением q линия внеосевой каустики становится 
более изогнутой. Таким образом, третий параметр ради-
ального смещения rs является очень важным. Очевидно, 
параметр  позволяет дополнительно варьировать кри-
визну линии каустики и расстояние до фокуса. 
 
Рис. 2. Графики, соответствующие траекториям каустик 
трёхпараметрического чирп-пучка при  = 0,0015, 
 rs = 1 мм с различными значениями q 
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Как видно из результатов моделирования, приве-
денных в табл. 2, распределение качественно измени-
лось по сравнению с табл. 1. Линия каустики стала 
выпуклой вверх, что соответствует выражениям (19) 
и (20), и имеет точку фокуса. Кроме того, область ну-
левой интенсивности, хорошо видная на картинах то-
пологии, теперь располагается не снаружи, а внутри 
каустической поверхности. Отметим, что при этом 
осевая каустика сохраняется в отличие от вихревых 
пучков [32]. 
Заключение 
Таким образом, мы рассмотрели различные функ-
ции, которые можно интерпретировать как комплекс-
ные функции пропускания оптических элементов, 
формирующих автофокусирующиеся пучки. 
Детально аналитически и численно исследованы 
свойства автофокусировки двух- и трёхпараметриче-
ских чирп-пучков с целью определения влияния раз-
личных параметров на такие характеристики, как 
кривизна фокальной траектории (каустики) и рассто-
яние фокусировки. 
Показано, что двухпараметрические чирп-пучки 
имеют внеосевую каустику только для сверхлинейно-
го (q > 2) чирпа. Траектория каустики имеет вид ги-
перболы, т.е. обратную зависимость радиуса каусти-
ки от расстояния. Для формирования каустик другого 
типа нужно внести дополнительный параметр, соот-
ветствующий радиальному смещению исходного 
распределения, т.е. использовать трёхпараметриче-
ские сублинейные (1 < q < 2) чирп-пучки. Кроме из-
менения формы каустики, меняется область нулевой 
интенсивности: для сверхлинейных чирп-пучков она 
располагается снаружи каустической поверхности, а 
для сублинейных чирп-пучков – внутри каустической 
поверхности.  
Табл. 2. Результаты моделирования для трёхпараметрических чирп-пучков (2)  
при rs=2 мм различных параметрах q и  
Значения 
параметров 
Вид фазы  
оптического  
элемента 
Продольное распределение: z[100 мм, 500 мм], y[–3 мм, 3 мм] 
Топология: 
вид внеосевой каустики 
Амплитуда (негатив) 
q = 4/3; 
 = 0,0018 
   
q = 1,5;  
 = 0,0012 
   
q = 5/3; 
 = 0,0008 
   
 
Показано, что использование сверхлинейных 
чирп-пучков обеспечивает внезапную и более резкую 
автофокусировку, чем сублинейные чирп-пучки. Это 
связано с тем фактом, что при высоких значениях па-
раметра степени внеосевая каустика долго сохраняет 
вид кольца с примерно одинаковым радиусом, а когда 
она обрывается, на оси резко и «неожиданно» форми-
руется фокальное пятно, которое возникает благодаря 
осевой каустике. Масштабирующий параметр  поз-
воляет дополнительно варьировать кривизну линии 
каустики и расстояние до фокуса. 
Выполненные исследования позволяют формиро-
вать пучки с управляемыми автофокусирующими 
свойствами, востребованные в различных приложе-
ниях оптики и фотоники. 
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Abstract 
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